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Esercizio 1. Risolvere l’equazione
z3 =
(
1 + i
1− i
)3
in campo complesso.
Da
1 + i
1− i =
(1 + i)2
(1− i)(1 + i) =
1 + 2i− 1
2
= i
l’equazione si riduce a
z3 = i3
cioe` a
z3 = −i.
A questo punto si possono calcolare le radici cubiche di −i con il noto algoritmo oppure,
ancor piu` semplicemente, partire dal fatto che
z3 = i3
fornisce la ovvia radice z = i e recuperare le altre due per rotazioni di 2pi/3. In ogni caso,
le soluzioni sono:
z0 = i, z1 = −
√
3/2− i/2, z2 =
√
3/2− i/2.
Esercizio 2. Determinare per quali α > 0 la funzione
f(x) = xα log(2e1/x − 1)− 2xα−1
ha asintoto orizzontale y = k per x → +∞ specificando anche i corrispondenti valori di
k. Si ricordano gli sviluppi per t→ 0
et = 1 + t+
t2
2!
+
t3
3!
+ . . . , log(1 + t) = t− t
2
2
+
t3
3
− . . .
per eventuale loro utilizzo.
Da 1/x→ 0 per x→ +∞ siamo autorizzati a scrivere
2e1/x − 1 = 1 + 2/x+ 1/x2 + o(1/x2)
1
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da cui, sostituendo t = 2/x+ 1/x2 nello sviluppo di log(1 + t) e mantenendo lo STESSO
ordine 2, si ha
log(2e1/x − 1) = (2/x+ 1/x2)− (2/x+ 1/x2)2/2 + o(1/x2) = 2/x− 1/x2 + o(1/x2).
Dunque
f(x) = −xα−2 + o(xα−2).
Concludendo, si ha limite finito k per x → +∞ se e solo se α ≤ 2, precisamente k = 0
per α < 2, k = −1 per α = 2.
Esercizio 3.
A) Studiare la funzione f(x) = x1/x fino a tracciarne il grafico (non e` richiesto lo studio
della convessita`)
La funzione e` definita per x > 0 dove conviene rappresentarla tramite
f(x) = e
log x
x .
Da
lim
x→0+
(1/x) log x = +∞ · (−∞) = −∞
e
lim
x→+∞
log x
x
= 0
(confronto notevole tra infiniti), segue
lim
x→0
f(x) = 0, lim
x→+∞
f(x) = 1.
Le rette x = 0 ed y = 1 sono asintoti, la prima verticale, la seconda orizzontale per
x→ +∞. La derivata prima vale
f ′(x) = (1− log x)x−2e log xx
quindi la funzione e` crescente in (0, e), decrescente in (e,+∞), il punto x = e e` di massimo
con f(e) = e1/e.
B) Dire su quali intervalli [a, b] la funzione soddisfa le ipotesi del Teorema di Rolle ed in
quale punto c sono verificate le conclusioni di tale teorema.
La funzione e` continua e derivabile in ogni intervallo del dominio, quindi bastera` scegliere
a, b con f(a) = f(b). Ci sono infinite scelte: per ogni a con 1 < a < e c’ e` un (unico) b
con b > e. Per a ≤ 1 o a ≥ e non ci sono possibili b.
ANALISI MATEMATICA A 3
Esercizio 4. Calcolare ∫ +∞
1
ex
(e2x − 1)dx.
Ponendo y = ex si ha dy = exdx e l’integrale diventa∫ +∞
e
1
y2 − 1dy.
Scomponendo y2 − 1 = (y − 1)(y + 1) ed applicando i fratti semplici si ottiene
1
y2 − 1 =
1/2
y − 1 −
1/2
y + 1
quindi l’integrale vale
lim
b→+∞
1
2
[
log
y − 1
y + 1
]b
e
=
1
2
log
e+ 1
e− 1
tenendo conto di
lim
b→+∞
log
b− 1
b+ 1
= log 1 = 0.
Esercizio 5.
A) Dimostrare la convergenza della serie
∞∑
n=2
1
n log2 n
(criterio dell’integrale).
La serie ha lo stesso carattere dell’integrale∫ +∞
2
1
x log2 x
dx
e, in caso di convergenza, valore strettamente minore. In effetti, l’integrale converge e
vale
lim
b→+∞
[−(log x)−1]b2 = (log 2)−1.
B) Stimare l’errore che si commette troncando la serie a n = 100.
L’errore, ovviamente positivo, e` strettamente minore dell’integrale∫ +∞
100
1
x log2 x
dx = lim
b→+∞
[−(log x)−1]b100 = (log 100)−1.
Esercizio 6. Risolvere il problema di Cauchy
y′ =
1
xy
, y′(−2) = −1,
specificando il dominio della soluzione massimale.
Equazione a variabili separabili. Deve essere x 6= 0 e y 6= 0 da cui, guardando le condizioni
iniziali, x < 0, y < 0. Integrando si ha∫
ydy =
∫
1
x
dx
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da cui
y2/2 = log |x|+ c.
Imponendo le condizioni iniziali si ha c = 1/2− log 2 quindi
y2 = 2 log(|x|/2) + 1 = log(x2/4) + 1.
Ricordando che y < 0 e x < 0, L’UNICA soluzione e` espressa da
y = −
√
log(x2/4) + 1
con le condizioni
log(x2/4) + 1 > 0, x < 0.
Elaborando queste ultime si ottiene il dominio:
x2/4 > e−1, x < 0
da cui, infine,
x < −
√
4/e.
